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В работе рассматриваются модели логических систем со случайными элементами [1], [2], 
для которых дается формальное определение узких мест и строятся алгоритмы их нахождения. 
Проведен асимптотический анализ вероятности работы (или отказа) этих систем при 
соответствующих асимптотических условиях на вероятности работы (или отказа) их элементов. 
Все основные определения и алгоритмы основаны на идее рекурсивного построения модели 
логической системы со случайными элементами. 
 
 
 
Предварительные сведения и обозначения 
 

Пусть Z  - множество, содержащее Z  логических переменных z . Определим рекурсивно 
класс G  логических выражений от логических переменных z Z∈ : 

 
             z Z z∈ ⇒ ∈G , 1A ∈G , ( )2 1 2A A A∈ ⇒ ∈∧G G , ( )1 2A A ∈∨ G .            (1) 
 

Обозначим { }{ }2 , 1,..., 2Z Z
iZ i I= ∈ =  совокупность всех подмножеств  множества Z . 

Определим дизъюнктивную нормальную форму ( )D A  логического выражения A∈G : для 
z Z∈ , 1A ∈G , 2A ∈G , 1 2,I I I⊆  
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Аналогичным образом определим конъюнктивную нормальную форму ( )K A , A∈G : для z Z∈ , 

1A ∈G , 2A ∈G , 1 2,I I I⊆  
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Для совокупностей множеств { } 2ZX ⊆X = , { } 2ZY ⊆Y =  положим 

            { }: ,X Y X Y⊗ = ∈ ∈UX Y X Y , ( )
X

Z X
∈

= U
X

X , ( ) ( )min :N X X= ∈X X . 

 
Если ( ) ( )Z Z =IX Y Ø, то 

                   ( ) ( ) ( )N N N⊗ = +X Y X Y , ( ) ( ) ( )( )min ,N N N=UX Y X Y .                (4) 
 
Предположим, что ( )1zp P z= = , ( )0zq P z= = , 1z zp q+ = , и случайные величины z Z∈  
независимы в совокупности. Логическую функцию A  со случайными z , принимающими 
значения 0,1,  назовем логической системой A . 
 
Низконадежные элементы 
 

Пусть ∃  положительное число d  такое, что для z Z∀ ∈  ∃  натуральное число ( )c z : 
 

                                         ( ) ( )( )~ exp dc z
z zp p h h−= − , 0h → .                                      (5) 

 
Обозначим ( )zτ  независимые случайные величины, имеющие смысл времен жизни логических 

элементов z Z∈ , и ( )( ) ( )zP z t p hτ > = . Если ( )h h t=  монотонно убывающая и непрерывная 
функция и 0h → , t →∞ , то соотношение (5) можно преобразовать к виду 
 

( )( ) ( ) ( )( )~ exp ,dc zP z t h t −> −τ t →∞ , 

 
характерному для Вейбулловской асимптотики, используемой в моделях времени жизни систем, 
состоящих из старых и потому низконадежных элементов [3], [4].  
 

По заданному ( )
1 ii I z Z

D A z
∈ ∈

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∨ ∧  определим ( ) ( )min max

ii I z Z
C A c z

∈ ∈
= . Тогда из (2) имеем 

 
           ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2max ,C A A C A C A=∧ , ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2min ,C A A C A C A=∨ .          (6) 
 
Сопоставим каждой логической функции A  семейства множеств ( ) 2ZA ⊆S , ( ) 2ZA ⊆T  с 

помощью рекурсивных соотношений: ( ) { } ( ) { }, ,z z z z= =S T  
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Пусть ( ) ( ): max
iz Z

I i I c z C A
∈

⎧ ⎫′ = ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

, тогда из соотношений (2), (6) следует, что 

 
                                       ( ) ( ) ( ){ }{ }: :iA z Z c z C A i I ′= ∈ = ∈S ,                                    (7) 

 
а из формул (1), (2), (6), (7) вытекают следующие утверждения. 
 
Теорема 1. Из условия (5) следует, что ( ) ( )( ) ( )ln 1 ~ , 0C AP A N A h h−− = →S .  
 
Теорема 2. Из условия (5) следует справедливость утверждений: 
 
1. для любого ( )S A∈S справедливо соотношение 

                        ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 0 1c z c z z S C A C Aε ε ε→ − ∈ ⇒ → − < < ;                    (8) 
 
2. если S Z⊆ и удовлетворяет соотношению (8), то ( )* :S A∃ ∈S  *S S⊆ ; 

3. для любого ( )T A∈T  справедливо соотношение 

                       ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 0 1c z c z z T C A C Aε ε ε→ + ∈ ⇒ → + < < ;                     (9)  
 
4. если T Z⊆  и удовлетворяет соотношению (9), то ( )* :T A∃ ∈T *T T⊆ . 
 

Теорема 2 позволяет назвать множества из семейств ( ) ( ),A AS T  узкими местами в 
логической системе A с низконадежными элементами. Причем в силу пункта 1 (пункта 3) 
теоремы 2 увеличение (уменьшение) надежности элементов z из любого множества ( )S A∈S  

(множества ( )T A∈T ) позволяет увеличить (уменьшить) надежность всей логической 
системы A . С помощью (6) и утверждения теоремы 2 можно рекурсивно вычислять числа 
( )C A , ( )( )N AS  семейств множеств ( ) ( ),A AS T  и по ним строить более узкие семейств 

множеств 
 

( ) ( ) ( )( ){ }:A S A S N A′ = ∈ =S S S , ( ) ( ) ( )( ){ }:A T A T N A′ = ∈ =T T T . 
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Высоконадежные ребра 
 

Пусть ∃  положительное число d такое, что для ∀ элемента z Z∈  ∃  натуральное число 
( )c z : 

                                   ( ) ( )( )~ exp dc z
z zq q h h−= − , 0h → .                                          (10)  

 
Обозначим ( )( ) ( )zP z t q hτ ≤ = . Если h  монотонно возрастающая и непрерывная функция и 

0h → , 0t → , то соотношение (10) можно преобразовать к виду 
 

( )( ) ( ) ( )( )~ exp dc zP z t h t −τ ≤ − , 0t →  ,  

 
характерному для Вейбулловской асимптотики и применяемому в моделях времени жизни 
систем, состоящих из новых и потому высоконадежных элементов. 
 

По заданному ( )
1 ii I z Z

K A z
∈ ∈

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∧ ∨  переопределим ( ) ( )min max

ii I z Z
C A c z

∈ ∈
= . В силу (3) имеем 

 
           ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2min ,C A A C A C A=∧ , ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2max ,C A A C A C A=∨ .        (11) 
 

Пусть ( ) ( ): min
iz Z

I i I c z C A
∈

⎧ ⎫′ = ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

, тогда из соотношений (3), (11) следует, что и в случае 

высоконадежных элементов справедливо соотношение (7). Из формул (3), (7), (11) вытекают 
утверждения. 
 
Теорема 3.  При выполнении условия (10) ( ) ( )( ) ( )ln 0 ~ C AP A N A h−− = S , 0h → . 
 
Теорема 4. Из условия (10) следует справедливость утверждений: 
 
1. для любого ( )S A∈S справедливо соотношение 

                       ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),c z c z z S C A C A→ +ε ∈ ⇒ → +ε , 0 1< ε < ;                    (12) 
 
2. если множество S Z⊆ и удовлетворяет соотношению (12), то 

( )* *:S A S S∃ ∈ ⊆S ; 
 

3. для любого ( )T A∈T  справедливо соотношение 
 
                        ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),c z c z z T C A C A→ −ε ∈ ⇒ → −ε , 0 1< ε < ;                   (13) 
 
4. если множество T Z⊆ и удовлетворяет соотношению (13), то  

( )* *:T A T T∃ ∈ ⊆T . 
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Теорема 4 позволяет назвать множества из семейств ( ) ( ),A AS T  узкими местами в 
логической системе A с высоконадежными элементами. В силу пункта 1 (пункта 3) теоремы 4 
увеличение (уменьшение) надежности элементов z  из любого ( )S A∈S  ( ( )T A∈T  позволяет 
увеличить (уменьшить) надежность всей логической системы A . С помощью формулы (12) и 
утверждения теоремы 4 можно рекурсивно вычислять числа ( ) ( )( ),C A N AS  семейства 

множеств ( ) ( ),A AS T  и по ним строить более узкие семейства множеств ( ) ( ),A A′ ′S T . 
 
Замечание 1. Обозначим { }1 1,iZ i I= ∈X , { }2 2,iZ i I= ∈X  и предположим, что 

( ) ( )1 2Z Z =∅IX X . Тогда формула (4) может существенно упростить вычисление значений 

( ) ( )( )1 2N A A⊗S S , ( ) ( )( )1 2N A AUS S , которые необходимы при рекурсивном определении 

величины ( )( )N AS , входящей в асимптотические формулы теорем 1, 3. 
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